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C．ラプラス方程式の数値解法
円筒座標におけるラプラスの方程式は
　　　　　　　　　　∂2φ＋塑＋⊥亜＋並＝。　　　　（C．、）
　　　　　　　　　　∂72　　7∂7　　72∂θ2　　∂z2
で表される．ここに，7，θ，zは円筒座標における半径，角度，高さを表す（図C．1参
照）．与えられた問題が回転対称性を有する場合，ψは7とzのみの関数となり，θに
は依存しない．したがって，式（C．1）は式（C．2）のように簡略化される．
　　　　　　　　　　　　　　　∂2φ1∂φ∂2φ　　　　　　　　　　　　　　一＋一一＋一＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．2）
　　　　　　　　　　　　　　　∂727∂r　∂z2
この式（C．2）を差分表示するため，まずφ（r，z）をテーラー展開する．
　　　　　　　　　　　　　　∂φ　　　∂φ　　　φ（7，Z）4（る，Z。）＋（7一㌔）一＋（Z－Z。）
　　　　　　　　　　　　　　∂7　　　　　∂乞
　　　　　　　・告｛ぴ一喋・2⑰一㌔）＠一馬）誰＠一磯／（c3）
　　　　　　　十9一
ここで式（C．3）の3階微分以上の項を無視し，また，問題を簡略化するため図C．2に示
すようにz軸を含む断面上での正方格子を考える。つまり，7一㌔二h，z－Zo＝hとし，
また，偽，ノ鋤（も，z。）とすると，偽一，，ノ偽，ノー、偽＋1，∫φ，ノ＋、は式（C，3）より，それぞれ式（C。4）のよ
うに表される．
　　　　　　　　蝋一hll＋・＋去（雛＋・＋・）
　　　　　　　　伽一砺＋・一h讐＋告〔・＋・＋磯）　（α、）
　　　　　　　　蝋＋h撃＋・＋告〔h2掌＋・＋・）
　　　　　　　　蝋＋・＋h髪＋圭（・羊・＋h2砦）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　62
式（C．4）の辺々を加えると
転・伽・転・偏一嬢（響） （C．5）
となるので，式（C．2）を式（C。5）に代入すると
暢（蜘・射転・帰讐） （C．6）
が得られる．ここで∂φ／∂。に対し中心差分公式を適用すると，
夢か転、一転、） （C．7）
となるので，これを式（C．6）に代入すると，
暢｛射射射帰去（転転）／ （C．8）
になる．ここで，㌔一∫h（∫一〇，1，第…）となるように％を選べば，式（C．8）は
喝｛蜘妬・射射毒（蜘一転）／ （C．9）
で表される．式（c．9）中の第5項のiは半径方向の格子番号であり，相対的な半径を意
味する．このiが差分公式中に表れることが円筒座標を用いるときの特徴となる．また
iの値が十分大きい場合，すなわちz軸から遠く離れた場合には直交座標での差分公式
（C。10）に等価になる。
φ一1，ノ磁，ノー1＋φ＋1，ノ＋φ，ノ＋1一噸，ノー0 （C．10）
63
　一方、式（C．9）は分母にiを含むため，回転軸上（1－o）では用いることができないそ
こで，軸上での差分公式は別途求めなければならない．1b－oに二おいて∂φ／∂片oとす
れば
　　　　　　　　　　　　贈｛（鄭／一籍司　　　（α・・）
なので、これを式（C．2）に代入すると、回転軸上では
　　　　　　　　　　　　　　∂2φ　∂2φ　　　　　　　　　　　　　2一＋一＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．12）
　　　　　　　　　　　　　　∂72　∂z2
となる． 一方，軸近傍の格子点配置を図C．3のように採ると，式（C．4）より
　　　　　　　蝋・偏一3甑・h霧・誓〔ll雲・2肇）　（α・3）
が得られる。次に式（C．12）と式（C．13）から∂2φ／∂72を消去すると，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂φ3h2∂2φ　　　　　　　　φ。，ノー1＋砺，ノ＋φ。，ノ＋1－3φ。，ノ＋h一＋　2　　　（C・14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂7　　4　∂z
を得る．この式（C．14）にz軸上での2階の導関数の差分公式・
　　　　　　　　　　　　∂2φ＝吻・バ2妬・ノ＋偏　　　　（C．、5）
　　　　　　　　　　　　∂z2　　　　　h2
を代入して整理すると，
　　　　　　　　　砺ノー1（4幅μ＋帰4h（llL　（C・6）
となる．また，（∂φ／∂r），、。一〇なので式（C．16）はざらに，
　　　　　　　　　　　　　　　　　64
砺ノー1（4幅β＋飼 （C．17）
と簡単に書き直せる．
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図C．1円筒座標系
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図C．2回転対称の場合の格子点配置
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図C．3回転軸上の格子点
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